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Abstract: In this work we study linear recurring sequences over nite elds.
The work is divided into three parts. In the rst part we recall basic theorems
concerning nite elds, in the second part we analyze linear recurring sequences
using characteristic polynomial and companion matrix. In the third part we
introduce maximal period sequences which are suitable for a construction of
a pseudorandom number generator. We examine their statistical properties and
present solutions of related exercises in the book Introduction to nite elds and
their applications from Lidl and Niederreiter [1]. The work is concluded with
a C++ program implementing algorithm for pseudorandom number generation.





Lineárne rekurentné postupnosti sú postupnosti zaujímavé hne¤ z dvoch dôvo-
dov. Po prvé, z matematickej stránky vieme ich ²truktúru dobre popísa´ a platia
pre ne zaujímavé tvrdenia. Po druhé, rekurentné postupnosti majú praktické ap-
likácie. V tejto práci bude na²e úsilie smerova´ k jednej z nich  ku generovaniu
pseudonáhodných £ísel. Zav¯²ením práce bude program, ktorý bude tieto £ísla
generova´.
Práca je rozdelená do troch £astí. V prvej z nich zavedieme potrebné zna£enie
a uvedieme tvrdenia z oblasti kone£ných telies, o ktorých predpokladáme, ºe sa
s nimi £itate© uº niekedy stretol. Kapitola je skôr informatívna a znalý £itate©
ju môºe bez problémov presko£i´.
V druhej £asti leºí jadro práce. Systematicky a detailne vybudujeme teóriu
lineárnych rekurentných postupností nad kone£nými telesami a zoznámime £ita-
te©a so základnými nástrojmi na ich analýzu. Hlavnými vetami tejto £asti bude
explicitný vzorec na n-tý prvok postupnosti a tvrdenia zaoberajúce sa jej perió-
dou.
Napokon v tretej £asti, pouºívajúc teoretický základ z druhej, predstavíme
²peciálnu triedu tzv. maximálnych postupností. Tie, ako uvidíme, budú vhodné
na generovanie pseudonáhodných £ísel. Tieº uvádzame rie²ené cvi£enia k tejto
téme z knihy [1].
Na tomto mieste je vhodné uvies´, nako©ko je moja práca pôvodná. Pre Kapi-
tolu 2 to nemá zmysel hovori´, pretoºe sú v nej len základné tvrdenia o kone£ných
telesách.
Vo zvy²ku práce som £erpal z výbornej knihy Lidla a Niederreitera [1], av²ak
moja práca v ºiadnom prípade nie je jej kópiou. Celá teória v Kapitole 3 je
vybudovaná mojím vlastným spôsobom, z [1] som £erpal iba znenia niektorých
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tvrdení. V²etky dôkazy, s výnimkou kanonicky známych a dôkazu Vety 3.25, som
vymyslel sám.
V Kapitole 4, podobne ako v Kapitole 3, som z knihy £erpal hlavne znenia
tvrdení, av²ak miestami som sa nechal in²pirova´ aj dôkazmi. Samozrejme to
neplatí pre rie²ené cvi£enia.
Napokon, program v C++ na generovanie pseudonáhodných £ísel v Prílohe
A som navrhol sám.
V tento moment uº váºenému £itate©ovi ni£ nebráni v tom, aby sme sa spolu





Zna£enie a základné tvrdenia
z teórie kone£ných telies
2.1 Zna£enie







peciálne pre max = min−1 bude výraz prázdna suma s hodnotou 0, respektíve
prázdny sú£in s hodnotou 1.
alej budeme pouºíva´ zna£enie:
Z,Zp celé £ísla, celé £ísla modulo p
N,N0 kladné celé (prirodzené) £ísla, nezáporné celé £ísla
Fq q-prvkové kone£né teleso
T∞ mnoºina v²etkých postupností nad T s prvkami indexovanými N0
Mn(T ) priestor matíc n× n nad telesom T
xn n-tá klesajúca mocnina: xn = x(x− 1) · · · (x− n+ 1)
2.2 Kone£né telesá
V tejto £asti kapitoly informatívne uvedieme základné tvrdenia z teórie kone£-
ných telies potrebné pre zvy²ok práce. Znalý £itate© môºe kapitolu bez problémov
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presko£i´, v²etky tvrdenia a pojmy patria do základného kurzu kone£ných te-
lies na Karlovej univerzite (skriptá Barta a T·my [2]). V prípade, ke¤ je neskôr
potrebné niektoré z tvrdení, je v dôkaze uvedená spätná referencia.
Denícia 2.1. (Nekomutatívne) teleso T je mnoºina T s abelovskou grupou
(T, 0,+,−) a grupou (T \ {0}, 1, ·,−1 ) sp¨¬ajúca tzv. distributívny zákon:
(a+ b)c = ac+ bc, c(a+ b) = ca+ cb, ∀a, b, c ∈ T.
Komutatívne teleso je teleso s komutatívnou operáciou · . Kone£né teleso je
teleso s kone£ným po£tom prvkov.
Zna£enie. Grupu s operáciou + resp. · nazývame aditívna resp. multipli-
katívna grupa.
Veta 2.2. Pre p prvo£íslo a k ∈ N existuje aº na izomorzmus práve jedno
kone£né teleso s pk prvkami. iadne iné kone£né telesá neexistujú.
Zna£enie. Pre q = pk zo znenia vety zna£íme q-prvkové teleso ako Fq. Pre k = 1
je Fp izomorfné Zp.
Tvrdenie 2.3. Kaºdý prvok kone£ného telesa Fq je jednoduchý kore¬ polynómu
xq − x.
Tvrdenie 2.4. Nech p je prvo£íslo a k ∈ N. Zobrazenie σ : Fpk → Fpk denované
x 7→ xp je automorzmus a nazýva sa Frobeniov. Tento automorzmus pomocou
skladania generuje v²etky automorzmy Fpk .
Tvrdenie 2.5. Multiplikatívna grupa kone£ného telesa je cyklická.
Veta 2.6. (Weddeburn) Kaºdé kone£né teleso je komutatívne.
2.3 Ireducibilné a primitívne polynómy
V tejto podkapitole budeme pouºíva´ zna£enie q pre mocninu prvo£ísla, p pre
prvo£íslo a k ∈ N.
Denícia 2.7. Polynóm f stup¬a aspo¬ 1 je ireducibilný, ak v ©ubovo©nom jeho
rozklade na sú£in polynómov f = gh je g alebo h kon²tantný.
Tvrdenie 2.8. Nech f je ireducibilný polynóm stup¬a k nad Zp. Potom teleso
Fpk je izomorfné telesu polynómov Zp[α]/f(α) a f má v tomto roz²írení kore¬ α.
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Veta 2.9. (O rozkladovom nadtelese) Nech f ∈ Fq[x]. Potom existuje k také,
ºe f sa v Fqk rozkladá na sú£in lineárnych polynómov. Navy²e v²etky takéto
minimálne roz²írenia sú si izomorfné.
Tvrdenie 2.10. Nech f je ireducibilný polynóm stup¬a k nad Fq a α jeden jeho
kore¬ v Fqk . Potom v²etky jeho korene sú jednoduché a sú to £ísla α, αq, . . . , αq
k−1
.
Tieto £ísla nazývame ako asociované nad Fq.
Dôsledok 2.11. V²etky korene ireducibilného polynómu f stup¬a k nad Fq majú
rovnaký rád v roz²írení Fqk .
Tvrdenie 2.12. Pre kaºdé k ∈ N existuje ireducibilný polynóm stup¬a k nad Fq.
Denícia 2.13. Generátor multiplikatívnej grupy Fq nazývame primitívny pr-
vok. Ireducibilný polynóm stup¬a k nad Fq, ktorý má ako kore¬ primitívny prvok
Fqk , nazývame primitívnym polynómom.





Cie©om tejto kapitoly je poda´ dostato£ný teoretický základ pre analýzu reku-
rentných postupností ako pseudonáhodných generátorov £ísel. Denujeme, £o
to lineárna rekurencia je, odhalíme fundamentálny vz´ah s charakteristickým
polynómom a uvedieme základné fakty o periódach týchto postupností. To nám
poslúºi ako odrazový mostík pre analýzu maximálnych rekurentných postupností
v ¤al²ej kapitole.
V celej kapitole budeme pracova´ s oborom kone£ných telies.
3.1 Lineárne rekurentné postupnosti
Lineárne rekurentné postupnosti sú ²peciálne typy postupností. Rekurentné zna-
mená, ºe ¤al²í £len postupnosti závisí na predchádzajúcich a v lineárnych po-
stupnostiach bude táto závislos´ lineárna. Môºeme teda uvies´ deníciu:
Denícia 3.1. Lineárnou rekurentnou postupnos´ou rádu k ∈ N0 nad kone£ným
telesom Fq nazveme postupnos´ {sn}∞n=0, sn ∈ Fq sp¨¬ajúcu
sn+k = ak−1sn+k−1 + · · ·+ a1sn+1 + a0sn, n ∈ N0 (3.1)
pre nejaké ai ∈ Fq, i ∈ {0, . . . , k − 1}, a0 6= 0.
V tom prípade hovoríme, ºe {sn} sp¨¬a rekurenciu (rekurentný vz´ah) (3.1).
Zna£enie. Namiesto {sn}∞n=0, sn ∈ Fq budeme jednoducho písa´ s ∈ F∞q . Vo
zvy²ku kapitoly, pokia© nebude uvedené inak, budeme pouºíva´ zna£enie z tejto
denície, predov²etkým k pre rád rekurencie a n ∈ N0.
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Poznámka. Podmienka a0 6= 0 je £isto technická. Ak by vz´ah platil pre a0 = 0,
mohli by sme tento £len vynecha´ a napísa´ rekurenciu men²ieho rádu. Jediný
rozdiel by bol v tom, ºe prvých pár £lenov postupnosti by mohlo by´ ©ubovo©ných,
pretoºe by pre ne neplatil ºiaden vz´ah. (Pretoºe rovnos´ vyºadujeme pre n ∈
{0, 1, . . . }.)
Príklad.
• s0 = 0, s1 = 1, sn+2 = sn+1+ sn, sn ∈ Fq je Fibonacciho postupnos´ v Fq.
Je to postupnos´ rádu 2. Napríklad pre F5:
s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 . . .
0 1 1 2 3 0 3 3 1 4 0 . . .
• Nulová postupnos´ sn = 0 pre kaºdé n ∈ N0 je rádu 0 a sp¨¬a kaºdú
rekurenciu.
Triviálny, av²ak dôleºitý dôsledok denície prezentuje nasledujúce tvrdenie:
Tvrdenie 3.2.
(i) Lineárne rekurentné postupnosti nad Fq tvoria lineárny priestor nad Fq.
(ii) Lineárne rekurentné postupnosti nad Fq sp¨¬ajúce tú istú rekurenciu tvoria
lineárny podpriestor priestoru z £asti (i).
Dôkaz. Obe £asti sú triviálnym dôsledkom toho, ºe násobok lineárnej postup-
nosti a sú£et dvoch lineárnych postupností je zase lineárna postupnos´.
Denícia 3.3. Postupnos´ s je periodická s periódou p ∈ N, ak platí sn = sn+p
pre kaºdé n ∈ N0.
Tvrdenie 3.4.
(i) Kaºdá lineárna rekurentná postupnos´ nad kone£ným telesom je periodická.
(ii) Kaºdá periodická postupnos´ nad kone£ným telesom je lineárna rekurentná
postupnos´.
(iii) Po£et lineárnych rekurentných postupností nad Fq sp¨¬ajúcich tu istú line-
árnu rekurenciu rádu k je qk.
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Dôkaz.
(i) Pre n vä£²ie neº rád rekurencie závisí £len sn len na predo²lých k £lenoch.
V²etkých moºných k-tic je v²ak len qk, takºe niekedy sa musia dve k-tice
zopakova´, ozna£me (si, . . . , si+k−1) = (sj, . . . , sj+k−1), j > i > 0.
leny si+k a sj+k majú rovnakých k predo²lých £lenov, takºe sa musia
rovna´. Indukciou rovnos´ roz²írime na si+n = sj+n, n ∈ N0.
Zostáva rovnos´ roz²íri´ na £leny skor²ie neº si. Úpravou rekurentného
vz´ahu (vyuºívame z denície a0 6= 0)
sn = (sn+k − an+k−1sn+k−1 − . . .− a1sn+1)/a0
dostávame, ºe predo²lý £len je jednozna£ne ur£ený k nasledujúcimi. Takºe
úvahu môºeme previes´ aj opa£ným smerom a sn = sn+j−i, n ∈ N0.
(ii) Ak je postupnos´ periodická s periódou p, sp¨¬a rekurenciu sn+p = sn.
(iii) Postupnos´ s danou lineárnou rekurenciou rádu k je ur£ená prvými k prv-
kami, na vo©bu ktorých máme qk moºností.
Denícia 3.5. Nech postupnos´ s sp¨¬a rekurenciu rádu k. Potom ako n-tý
stavový vektor postupnosti ozna£íme
sn = (sn, . . . , sn+k−1).
Ako sa neskôr ukáºe, stavový vektor je dôleºitý pojem, ktorý nám u©ah£í chá-
panie lineárnych rekurentných postupností. V tomto momente si môºeme naprí-
klad uvedomi´, ºe n-tý stavový vektor jednozna£ne ur£uje ¤al²í £len postupnosti
sn+k, £o sme vyuºili v minulom dôkaze.
Predo²lé dve tvrdenia nám ponúkajú vh©ad do ²truktúry v²etkých postup-
ností sp¨¬ajúcich danú rekurenciu r rádu k. Zostrojme k postupností e(i) (i ∈







2 , . . . , e
(i)
i , . . . , e
(i)
k−1) = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0),
t.j. e(i)i = 1 a e
(i)
j = 0 pre i 6= j. Zvy²ok postupnosti je ur£ený rekurentným
vz´ahom.
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Nech teraz máme konkrétnu postupnos´ s sp¨¬ajúcu tú istú rekurenciu r.
Potom s vieme vyjadri´ ako lineárnu kombináciu postupností e(i), konkrétne
s = s0e
(0) + · · ·+ sk−1e(k−1)
Okrem toho sú e(i) zrejme lineárne nezávislé, takºe tvoria bázu lineárneho pries-
toru z Tvrdenia 3.2(ii).
Príklad. Pre Fibonacciho postupnos´ nad F5 zvo©me postupnos´ za£ínajúcu
s0 = 3, s1 = 2. Potom:
e(0) = (1, 0, 1, 1, 2, 3, 0, 3, . . . )
e(1) = (0, 1, 1, 2, 3, 0, 3, 3, . . . )
s = (3, 2, 0, 2, 2, 4, 1, 0, . . . )




(i) Priestor postupností sp¨¬ajúcich tú istú rekurenciu rádu k má dimenziu k
nad Fq.
(ii) Lineárne rekurentné postupnosti s(0), . . . , s(m−1),m ∈ N sp¨¬ajúce tú istú
rekurenciu rádu k sú lineárne nezávislé práve vtedy, ke¤ sú lineárne nezá-
vislé ich po£iato£né stavové vektory
s
(0)




(i) Vektory e(0), . . . , e(k−1) z predo²lej úvahy tvoria bázu tohto priestoru.
(ii) Z predo²lej úvahy taktieº vyplýva, ºe zobrazenie priradzujúce súradnice
v báze z (i)
s 7→ (s0, . . . , sk−1) = s0
z priestoru v²etkých postupností sp¨¬ajúcich tú istú rekurenciu rádu k do Fkq




Motiváciou k zavedeniu pojmu charakteristický polynóm je pokus o explicitné
vyjadrenie n-tého £lena rekurentnej postupnosti.
Majme rekurentný vz´ah sn+k = ak−1sn+k−1 + · · · + a0sn a postupnos´ s,
ktorá ho sp¨¬a. Skúsime najprv nájs´ nejakú postupnos´ t, ktorú by sme dokázali
vyjadri´ explicitne a tieº by daný vz´ah sp¨¬ala.
Vyskú²ajme vo©bu tn = λn. V tom prípade má plati´
λn+k = ak−1λ
n+k−1 + · · ·+ a0λn
λk = ak−1λ
k−1 + · · ·+ a0 pre λ 6= 0
0 = λk − ak−1λk−1 − . . .− a0.
Teda λ je kore¬om istého polynómu stup¬a k. Ak tento polynóm má k rôznych
nenulových kore¬ov λ0, . . . , λk−1, na²li sme rovno k postupností sp¨¬ajúcich danú
rekurenciu.
Navy²e v tom prípade musia by´ tieto postupnosti lineárne nezávislé. Ich
po£iato£né stavové vektory sú totiº




(1, λk−1, . . . , λ
k−1
k−1).
Tie tvoria maticu, ktorej determinant je nenulový, pretoºe je to Vandermondov
determinant pre rôzne £ísla λi. Teda sú lineárne nezávislé a pod©a Tvrdenia 3.6
sú nezávislé aj príslu²né postupnosti.
Ke¤ºe týchto postupností je k, tvoria bázu priestoru v²etkých rekurentných
postupností sp¨¬ajúcich danú rekurenciu. peciálne vieme aj postupnos´ s napí-
sa´ ako ich lineárnu kombináciu a dostávame ºiadané explicitné vyjadrenie
sn = c0λ
n
0 + · · ·+ ck−1λnk−1.
Otázkou zostáva, kedy má spomenutý polynóm k kore¬ov, £o robi´, ak tomu
tak nie je a ako nájs´ príslu²né koecienty ci. Odpovede na tieto otázky podávajú
nasledujúce riadky.
Denícia 3.7. Pre rekurentný vz´ah
sn+k = ak−1sn+k−1 + · · ·+ a0sn
denujeme charakteristický polynóm
f(x) = xk − ak−1xk−1 − . . .− a1x− a0.
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Poznámka. Majme na pamäti, ºe z denície a0 6= 0, a teda 0 nie je kore¬om f .
Kaºdý monický polynóm s f(0) 6= 0 je zrejme charakteristický pre práve jeden
rekurentný vz´ah, ktorý jednozna£ne ur£uje.
Veta 3.8. Majme postupnos´ s ∈ F∞q sp¨¬ajúcu rekurentný vz´ah z predo²lej de-
nície. Nech sa charakteristický polynóm príslu²nej rekurencie rozkladá v nadtelese
Fql , l ∈ N na k lineárnych £lenov
f(x) = (x− λ0)α0 · · · (x− λm−1)αm−1 ,
kde m ∈ {0, . . . , k − 1}, α0 + · · · + αm−1 = k a pre rôzne i ∈ {0, . . . ,m − 1} sú
λi ∈ Fql rôzne.
Potom existujú polynómy p0, . . . , pm−1 ∈ Fql [x] také, ºe
sn = p0(n)λ
n
0 + · · ·+ pm−1(n)λnm−1 (3.2)
sp¨¬ajúce deg(pi) < αi.
Poznámka. V²imnime si, ºe v rovnici 3.2 je na ©avej strane prvok Fq, zatia© £o
na pravej strane sú£et prvkov Fql . Rovnos´ teda hovorí, ºe sú£et na pravej strane
padne do podtelesa Fq telesa Fql .
Dôkaz. (Vety 3.8) Dôkaz budeme vies´ vo viacerých krokoch. Budeme postupo-
va´ podobne, ako v texte vy²²ie.
1. Pre i ∈ {0, . . . ,m− 1}, j ∈ {0, . . . , αi − 1} postupnosti
t(i,j)n = n
j λni
sp¨¬ajú rovnakú rekurenciu, ako postupnos´ s.
Vieme, ºe λi 6= 0 je αi-násobný kore¬ polynómu f , takºe bude tieº αi-
násobným kore¬om polynómu xnf(x). Z algebry vieme, ºe λi je kore¬om
j-tej derivácie takéhoto polynómu pre j < αi:
0 = [xnf(x)](j) (λi)
=
[





(n+ k)j xn+k−j − . . .− a0nj xn−j
]
(λi)
= (n+ k)j λn+k−ji − . . .− a0nj λ
n−j
i










2. Postupnosti t(i,j)n z predo²lého bodu sú lineárne nezávislé.
Pod©a Tvrdenia 3.6 sta£í dokáza´, ºe ich po£iato£né stavové vektory sú
lineárne nezávislé, t.j. ºe matica k × k
V = (t
(0,0)T
0 , . . . , t
(0,α0−1)T
0 , . . . , t
(m−1,0)T





1 0 0 · · · 1 0 · · ·
λ0 1 0 · · · λm−1 1 · · ·




. . . λ3m−1 3λ
2






... . . .

je regulárna. To nastane práve vtedy, ke¤ je regulárna matica W , ktorú
z V dostaneme predelením kaºdého st¨pcového vektora t(i,j)0 £íslom j!. Táto





(λj − λi)αiαj .
Ten je v¤aka rôznym λi nenulový, a teda aj V musí by´ regulárna.
3. Spojením predo²lých dvoch bodov dostávame, ºe k postupností t(i,j)n tvorí
bázu priestoru v²etkých postupností sp¨¬ajúcich tú istú rekurenciou ako s,




















i + · · ·+ ci,αi−1n · · · (n− αi + 2)λni .










Dôsledok 3.9. Nech s je lineárna rekurentná postupnos´ rádu k nad Fq, ktorej
charakteristický polynóm je ireducibilný nad Fq.
Potom existujú λ, c0, . . . , ck−1 ∈ Fqk také, ºe
sn = c0λ
n + c1λ
qn + · · ·+ ck−1λq
k−1n.
Dôkaz. Ozna£me charakteristický polynóm f a λ nech je jeden jeho kore¬ v nad-
telese Fqk . Ke¤ºe f je ireducibilný, z Tvrdenia 2.10 vieme, ºe v²etky jeho korene
sú jednoduché a sú to práve £ísla λ, λq, . . . , λq
k−1
.
Aplikáciou predo²lej vety dostávame, ºe existujú polynómy pi také, ºe
sn = p0(n)λ
n + · · ·+ pk−1(n)λq
k−1n.
Ale podmienka na stupne dáva deg(pi) < 1, takºe pi sú kon²tanty z Fqk .
Príklad. Nech s je Fibonacciho postupnos´ nad Fq. Jej charakteristický polynóm
je f(x) = x2 − x− 1.
• Nad F3 je tento polynóm ireducibilný, pretoºe 0, 1 ani 2 nie sú kore¬om.
Vezmime si roz²írenie F32 , ktoré zostrojíme napr. ako F3[α]/f(α). Korene
f(x) v tomto roz²írení sú α a α3 = 2α + 1. Potrebujeme nájs´ kon²tanty
c0, c1 tak, aby
sn = c0α
n + c1(2α + 1)
n.
Z po£iato£ných podmienok s0 = 0 a s1 = 1 dostávame sústavu rovníc
s0 = 0 = c0 + c1
s1 = 1 = c0α + c1(2α + 1),
ktorej vyrie²ením získame c0 = α+1, c1 = 2α+2. Môºeme teda explicitne
vyjadri´
sn = (α + 1)α
n + (2α + 2)(2α + 1)n.
• Nad F5 sa tento polynóm rozkladá ako f(x) = (x − 3)2. To znamená, ºe




Dosadením po£iato£ných podmienok dostávame rovnice
s0 = 0 = c0
s1 = 1 = 3c0 + 3c1.




Poznámka. Podobným spôsobom sa dá nájs´ explicitný vzorec pre postupnosti
nad celými £íslami. Rozdiel je iba v tom, ºe korene charakteristického polynómu
h©adáme v komplexnom obore. Napríklad v prípade Fibonacciho postupnosti sú




Poh©adom na explicitný vzor£ek ihne¤ vidíme, ºe táto postupnos´ sa bude sprá-
va´ exponenciálne. Navy²e £len ϕ−n konverguje k nule, teda pre ve©ké n bude
Fn ≈ c0ϕn. Z toho hne¤ dostávame známe tvrdenie, ºe podiel dvoch za sebou
idúcich Fibonacciho £ísel konverguje k zlatému rezu.
Pre úplnos´ dodávame, ºe kon²tanty vyjdú c0 = 1/
√
5 a c1 = −1/
√
5.
Ako sme uº spomenuli, lineárna rekurentná postupnos´ sp¨¬a viac rekurent-
ných vz´ahov  ak má periódu p, tak ur£ite sp¨¬a vz´ahy sn = sn+kp pre kaºdé
k ∈ N. Kaºdému z týchto vz´ahov prislúcha charakteristický polynóm. Ukáºeme
si, ºe tieto vz´ahy spolu úzko súvisia  ich charakteristické polynómy takmer
tvoria ideál.
Na dokázanie presného tvrdenia budeme potrebova´ mierne technickú lemu.
Zavádzame preto nasledujúcu pomocnú deníciu:
Denícia 3.10. Pre ai ∈ Fq, i ∈ {0, . . . , k} nazveme vz´ah
aksn+k = ak−1sn+k−1 + · · ·+ a0sn.
zov²eobecneným rekurentným vz´ahom (rekurenciou). Príslu²ným zov²eobecne-
ným charakteristickým polynómom myslíme polynóm
akx
k − ak−1xk−1 − . . .− a0.
Poznámka. Na rozdiel od pôvodnej denície pripú²´ame a0 = 0 a tieº pripú²-
´ame koecient pri najvy²²om £lene. Jedná sa teda o zov²eobecnenie pojmov
rekurentný vz´ah a charakteristický polynóm. V²imnime si, ºe sa navzájom jed-
nozna£ne ur£ujú.
Poznamenajme e²te, ºe ak s sp¨¬a zov²eobecnenú rekurenciu a ak 6= 0, tak
pre m najmen²ie také, ºe am 6= 0, postupnos´ sp¨¬a tieº jednozna£ne ur£enú
klasickú rekurenciu1
sn+k−m = (ak−1sn+k−m−1 + · · ·+ amsn)/ak.
1Pozorný £itate© by mohol namietnu´, ºe rekurencia platí aº od nejakého £lena n0. Av²ak
v¤aka tomu, ºe s je periodická, musí plati´ uº pre prvé £leny.
18
Lema 3.11. Nech lineárna rekurentná postupnos´ s ∈ F∞q sp¨¬a dve zov²eobec-
nené rekurencie so zov²eobecnenými charakteristickými polynómami f(x) a g(x).
Potom s sp¨¬a aj zov²eobecnené rekurencie so zov²eobecnenými charakteristic-
kými polynómami
(i) cxmf(x) pre c ∈ Fq,m ∈ N0,
(ii) f(x) + g(x),
(iii) h(x)f(x) pre h(x) ∈ Fq[x],
(iv) f(x) mod g(x).
Dôkaz. V celom dôkaze sa bude jedna´ o zov²eobecnené rekurencie a charakte-
ristické polynómy, budeme preto slovo zov²eobecnený vynecháva´.
Ozna£me
f(x) = aux
u − au−1xu−1 − . . .− a0, g(x) = bvxv − bv−1xv−1 − . . .− b0.
Pôvodná postupnos´ potom sp¨¬a rekurencie
ausn+u = au−1sn+u−1 + · · ·+ a0sn, bvsn+v = bv−1sn+v−1 + · · ·+ b0sn.
(i) Prenásobením prvej rekurencie c a posunutím o m £lenov dostávame, ºe s
sp¨¬a tieº rekurenciu
causn+m+u = cau−1sn+m+u−1 + · · ·+ ca0sn+m.
Tejto rekurencii prislúcha práve charakteristický polynóm cxmf(x).
(ii) Prevedením na jednu stranu a sú£tom oboch rekurencií dostávame vz´ah
0 = ausn+u − au−1sn+u−1 − . . .− a0sn
+ bvsn+v − bv−1sn+v−1 − . . .− b0sn.
Tomu prislúcha práve charakteristický polynóm f(x) + g(x).
(iii) Opakovaným pouºitím (i) a (ii) dokáºeme vytvori´ ©ubovo©ný polynomiálny
násobok f(x).
(iv) Pre h(x) = f(x) div g(x) pouºitím v²etkých troch bodov dostávame, ºe s
sp¨¬a aj rekurenciu f(x)− h(x)g(x) = f(x) mod g(x).
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Denícia 3.12. Minimálnou rekurenciou postupnosti s nazveme (©ubovo©ný)
rekurentný vz´ah najmen²ieho moºného rádu, ktorý postupnos´ s sp¨¬a.
Minimálnym polynómom nazveme charakteristický polynóm minimálnej re-
kurencie.
Tvrdenie 3.13. Minimálny polynóm postupnosti delí charakteristický polynóm
kaºdej rekurencie, ktorú s sp¨¬a.
Dôkaz. Ozna£me f(x) tento minimálny polynóm. Pre spor predpokladajme, exis-
tuje rekurencia s charakteristickým polynómom g(x) takým, ºe f(x) - g(x).
Postupnos´ s pod©a predo²lej lemy musí sp¨¬a´ zov²eobecnenú rekurenciu
s charakteristickým polynómom h(x) = g(x) mod f(x). Nutne deg(h) < deg(f),
takºe ak je h(x) nenulový polynóm, ur£uje zov²eobecnenú rekurenciu men²ieho
rádu. Tá sa pod©a poznámky vy²²ie dá prepísa´ na klasickú rekurenciu tieº men-
²ieho rádu, a to je spor. Preto h(x) ≡ 0 a f(x) | g(x).
Dôsledok 3.14. Minimálny polynóm a teda aj minimálna rekurencia postupnosti
sú jednozna£ne ur£ené.
Dôsledok 3.15. Ak postupnos´ sp¨¬a rekurenciu s ireducibilným charakteristic-
kým polynómom, tak je tento polynóm minimálny.
Predchádzajúca lema a tvrdenie dokopy hovoria, ºe zov²eobecnené charakte-
ristické polynómy pre v²etky zov²eobecnené rekurentné vz´ahy danej postupnosti
nad Fq tvoria spomínaný ideál v okruhu polynómov Fq[x]. Ten je nutne hlavný
a jeho generátorom je minimálny polynóm postupnosti.
3.3 Minimálna perióda
Podobne, ako postupnos´ sp¨¬a viacero rekurencií, má aj viacero periód  naprí-
klad celo£íselný násobok periódy je tieº perióda. Minimálna perióda ozna£uje tú
najkrat²iu z nich.
Tvrdenie 3.16. Minimálna perióda delí ©ubovo©nú periódu postupnosti.
Dôkaz. Nech p je minimálna perióda a q nejaká iná, t.j. sn = sn+p = sn+q. Potom
sn = sn+q = sn+q−p(q div p) = sn+(q mod p).
Ak by p - q, tak by (q mod p) bola men²ia perióda neº p, £o je spor.
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Tvrdenie 3.17. Nech postupnos´ s ∈ F∞q sp¨¬a rekurenciu rádu k. Potom jej
minimálna perióda je nanajvý² qk − 1.
Dôkaz. al²í £len postupnosti závisí na k-tici predo²lých £lenov. V²etkých moº-
ných k-tic je qk, takºe medzi qk za sebou idúcimi sa musí nejaká zopakova´.
V tom prípade sa postupnos´ zacyklí a teda minimálna perióda je nanajvý² qk.
Av²ak ak postupnos´ obsahuje k za sebou idúcich núl, v²etky ¤al²ie £leny sú
nulové a z periodicity je to nulová postupnos´. Tá má periódu 1. Inak postupnos´
túto k-ticu neobsahuje a teda minimálna perióda je nanajvý² qk − 1.
Poznámka. Táto horná hranica sa dá dosiahnu´ pre kaºdé Fq. Vo©me k = 1,
ozna£me α primitívny prvok v Fq a poloºme
s0 = 1, sn+1 = αsn.
Potom sn = αn prejde v²etkých q − 1 prvkov multiplikatívnej podgrupy Fq
a potom sa zacyklí. Neskôr si ukáºeme, ºe maximum qk − 1 sa dá dosiahnu´ pre
kaºdé k ∈ N.
Na²e kroky budú smerova´ k dvom vetám, ktoré nám dajú nástroj na ur£enie
d¨ºky minimálnej periódy. Prvá veta sa bude týka´ sprievodnej matice, ktorú si
vzápätí predstavíme a druhá bude vyuºíva´ vlastnosti minimálneho polynómu.
Tvrdenie 3.18. Nech postupnos´ s sp¨¬a rekurenciu sn+k = ak−1sn+k−1 + · · ·+
a0sn rádu k ∈ N. Ozna£me
A =

0 0 · · · 0 a0
1 0 · · · 0 a1
0 1 · · · 0 a2
...
... . . .
...
...
0 0 · · · 1 ak−1
 ,
pre k = 1 denujeme A = (a0). Potom
s0A
n = sn
Dôkaz. Násobením overíme, ºe
snA = (sn, . . . , sn+k−1)A
= (sn+1, . . . , sn+k−1, ak−1sn+k−1 + · · ·+ a0sn)
= (sn+1, . . . , sn+k−1, sn+k) = sn+1.
Odtia© tvrdenie plynie indukciou.
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Denícia 3.19. Pre danú rekurenciu budeme maticu z predo²lého tvrdenia na-
zýva´ sprievodná matica.
Sprievodná matica úzko súvisí s charakteristickým polynómom f(x) danej
rekurencie. Po chvíli po£ítania sa dá ©ahko overi´, ºe je to napríklad jej charak-
teristický polynóm.
Pomocou sprievodnej matice sa tieº dá iným spôsobom odvodi´ explicitný





kde J je Jordanov tvar matice A. Na jeho diagonále sa nachádzajú korene cha-
rakteristického polynómu λ0, . . . , λk−1. Ak sú rôzne, tak je J diagonálna a tým
pádom aj Jn, ktorá má na diagonále n-té mocniny týchto kore¬ov.
MaticaMJnM−1 má ako svoje prvky ich lineárne kombinácie, teda po vyná-
sobení z©ava vektorom s0 bude ma´ výsledok v kaºdej zloºke lineárnu kombináciu
λn0 , . . . , λ
n
k−1. Teraz sta£í porovna´ prvé zloºky vektorov na oboch stranách a zis-
tíme, ºe sn sa dá napísa´ ako lineárna kombinácia λn0 , . . . , λ
n
k−1.
V pôvodnom postupe na odvodenie sme potrebovali uhádnu´, ºe postupnosti
tvaru λn pre vhodné λ sp¨¬ajú daný rekurentný vz´ah. Tento spôsob odvodenia
ukazuje, ako sa na to dalo prís´. Zárove¬ zov²eobecnením postupu pre viacná-
sobné korene sa dá odvodi´ v²eobecný vzorec.
Vrá´me sa ale naspä´ k perióde postupnosti.
Lema 3.20. Nech k je rád minimálnej rekurencie. Potom vektory s0, . . . , sk−1
sú lineárne nezávislé.
Dôkaz. Pre spor predpokladajme, ºe existujú £ísla b0, . . . , bk−1 ∈ Fq, aspo¬ jedno
z nich nenulové, také, ºe
b0s0 + · · ·+ bk−1sk−1 = 0
Potom pre asociovanú maticu A minimálnej rekurencie platí
0 = (b0s0 + · · ·+ bk−1sk−1)An
= b0s0A
n + · · ·+ bk−1sk−1An
= b0sn + · · ·+ bk−1sn+k−1.
Porovnaním prvých zloºiek vektorov dostávame
0 = b0sn + · · ·+ bk−1sn+k−1.
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Ke¤ najvy²²í £len s nenulovým bi prevedieme na druhú stranu a podelíme, zís-
kame lineárnu rekurenciu men²ieho rádu neº k, £o je spor s minimalitou.
Veta 3.21. Minimálna perióda postupnosti sa rovná rádu sprievodnej matice
minimálnej rekurencie.
Dôkaz. Ozna£me p minimálnu periódu, k d¨ºku minimálnej rekurencie a A jej
sprievodnú maticu. Potom
s0A
p = s0, . . . , sk−1A
p = sk−1.
To znamená, ºe zobrazenie Ap je identické na prvých k stavových vektoroch.
Av²ak pod©a predo²lej lemy sú tieto vektory lineárne nezávislé, takºe Ap je jed-
notková matica.
Pre men²í exponent r nemôºe by´ Ar jednotková matica, pretoºe by r bola
men²ia perióda neº p. Takºe p je rád matice A v Mk(Fq).
Posledným nástrojom na skúmanie minimálnej periódy, ktorý si predstavíme,
je rád polynómu.
Denícia 3.22. Rád polynómu f ∈ Fq[x] takého, ºe x - f(x), denujeme ako
najmen²ie prirodzené £íslo d také, ºe f(x) | xd − 1. Zna£íme d = ord(f).
Poznámka. Pod©a Vety 2.9 vieme, ºe polynóm f má v²etky svoje korene v ne-
jakom rozkladovom nadtelese Fqk . Pod©a Tvrdenia 2.3 v²etky nenulové prvky
tohto nadtelesa sú korene xq
k − 1. Ke¤ºe v²ak polynóm f nemá kore¬ 0, £íslo d
ur£ite existuje a je nanajvý² qk.
Tvrdenie 3.23. Nech f ∈ Fq[x] stup¬a k taký, ºe x - f(x) a navy²e f má
len jednoduché korene. Potom rád f sa rovná najmen²iemu spolo£nému násobku
rádov jeho kore¬ov v Fqk .
Dôkaz. Ke¤ºe má f iba jednoduché korene, tak delí polynóm xd−1 práve vtedy,
ke¤ λd−1 = 0 alebo ekvivalentne λd = 1 pre kaºdý jeho kore¬ λ. íslo dmusí by´
teda delite©né rádom kaºdého kore¬a a najmen²ie také d je práve ich najmen²í
spolo£ný násobok.
peciálne, ak je f stup¬a k ireducibilný, má rôzne korene a kaºdý z nich má
v Fqk rovnaký rád. Preto môºeme formulova´ nasledovný dôsledok:
Dôsledok 3.24. Rád ireducibilného polynómu rôzneho od x je rovnaký, ako rád
©ubovo©ného jeho kore¬a.
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Veta 3.25. Minimálna perióda postupnosti sa rovná rádu jej minimálneho po-
lynómu.
Dôkaz. Ozna£me p minimálnu periódu, f minimálny polynóm a d rád f . Ke¤ºe
f(x) | xd−1, pod©a Lemy 3.11 sp¨¬a postupnos´ aj rekurenciu ur£enú polynómom
xd − 1. Tá je sn+d = sn, takºe d > p.
Naopak, pod©a Tvrdenia 3.13 musí minimálny polynóm deli´ charakteristický
polynóm ur£ený rekurenciou sn+p = sn, takºe f(x)|xp − 1 a teda d 6 p.
Dôsledok 3.26. Minimálna perióda postupnosti s ∈ F∞q s ireducibilným cha-
rakteristickým polynómom f(x) stup¬a k je rovná rádu ©ubovo©ného jeho kore¬a
v Fqk .
Dôkaz. Ke¤ºe je f(x) ireducibilný, pod©a Dôsledku 3.15 je to minimálny po-
lynóm postupnosti. Pod©a predo²lej vety je minimálna perióda jeho rád, av²ak
pod©a Dôsledku 3.24 je to rád ©ubovo©ného jeho kore¬a v rozkladovom nadte-
lese.
Navy²e ako ved©aj²í produkt dostávame nasledujúce zaujímavé tvrdenie:
Tvrdenie 3.27. Nech f je monický polynóm stup¬a k nad Fq taký, ºe x - f(x).
Potom sprievodná matica rekurencie ur£enej f má rovnaký rád, ako polynóm f .
Dôkaz. Ozna£me r rekurentný vz´ah, pre ktorý je f charakteristický polynóm.
Zostrojme postupnos´ s s týmto rekurentným vz´ahom takú, ºe s0 = (1, 0, . . . , 0).
Ur£ite je to minimálna rekurencia tohto polynómu, pretoºe rekurencia men²ieho
rádu by pokra£ovala ako nulová postupnos´. Preto pod©a predchádzajúcich dvoch
viet je rád f rovnako ako rád sprievodnej matice r rovný minimálnej perióde tejto




S rozmachom po£íta£ov pri²la potreba generova´ náhodné £ísla. Tie majú mnohé
spôsoby vyuºitia  pouºívajú sa v hrách1, fyzikálnych a ²tatistických simuláciách
£i v ²ifrovaní správ.
Z h©adiska programátora je potrebná nejaká metóda, ktorej opakované vola-
nia budú dáva´ náhodné £ísla. Pre jednoduchos´ si predstavme, ºe táto funkcia
bude vraca´ náhodne 0 alebo 1 (náhodný bit), neskôr si ukáºeme spôsob, ako
pomocou takej generova´ náhodné celé alebo reálne £ísla.
Aké vlastnosti má ma´ takáto funkcia? Kaºdé jej volanie by sa malo správa´
ako hod mincou, kde kaºdá zo strán má pravdepodobnos´ padnutia 1
2
. Ve©a opa-
kovaných volaní môºeme interpretova´ ako postupnos´ 0 a 1, pre ktorú dokáºeme
ur£i´ nejaké kritéria:
• (Distribu£ný test.) V dlhom úseku postupnosti by sa relatívny pomer vý-
skytu kaºdého bitu mal blíºi´ k 1
2
.
• (Sériový test.) V²eobecne, relatívny pomer výskytu daného bloku d¨ºky k
medzi za sebou idúcimi blokmi d¨ºky k by sa mal blíºi´ k 2−k.
• (Korela£ný test.) Ke¤ ved©a vygenerovanej postupnosti napí²eme posunutú
tú istú postupnos´, relatívny pomer zhôd a nezhôd by sa mal blíºi´ k 1
2
.
Samozrejme, kritérií by sme mohli vymyslie´ omnoho viac. Existujú programy
ur£ené na testovanie náhodnosti postupností bitov, ktoré pouºívajú desiatky kri-
térií2. Uvedomme si v²ak, ºe neexistuje ºiadne absolútne kritérium na náhodnú
1V²etci si pamätáme napríklad hru míny.
2Napríklad programový balí£ek in²titútu National Institute of Standards and Technology :
http://csrc.nist.gov/groups/ST/toolkit/rng/index.html (17.7.2010)
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postupnos´, a to uº len z toho dôvodu, ºe pri skuto£ne náhodnom generátore je
postupnos´ samých núl rovnako pravdepodobná, ako ©ubovo©ná iná postupnos´
(a síce obe majú pravdepodobnos´ 0). Na druhú stranu, £asto ani nechceme, aby
vygenerovaná postupnos´ bola úplne náhodná.3
Dostávame sa kone£ne ku konkrétnym implementáciám náhodnej metódy.
Ke¤ºe po£íta£e sú deterministické stroje, zavies´ do nich náhodu je problém.
Ten sa rie²i dvoma spôsobmi:
• Pripoji´ sníma£ k nejakému náhodnému fyzikálnemu javu a vzorkova´ z ne-
ho náhodné £ísla. Napríklad známy server random.org sníma atmosfé-
rický ²um ([4]).
• Generova´ postupnosti £ísel, ktoré sú síce deterministicky ur£ené, ale vy-
kazujú náhodné správanie. Ke¤ºe nie sú skuto£ne náhodné, nazývajú sa
pseudonáhodné postupnosti.
Ako uº názov kapitoly napovedá, my sa budeme zaobera´ druhým variantom.
Ako náhodnú postupnos´ budeme bra´maximálnu rekurentnú postupnos´ nad F2.
Tento pojem predstavíme v nadchádzajúcej podkapitole.
Na¤alej budeme pouºíva´ zna£enie zavedené v Denícii 3.1.
4.1 Maximálne rekurentné postupnosti
Denícia 4.1. Lineárnu rekurentnú postupnos´ nad Fq rádu k nazveme maxi-
málnou rekurentnou postupnos´ou, ak má minimálnu periódu qk − 1.
Pre pohodlie budeme tieto postupnosti nazýva´ jednoducho maximálne po-
stupnosti, v literatúre sa niekedy tieº pouºíva ozna£enie m-postupnosti. Prí-
vlastok maximálne je namieste, pretoºe z Tvrdenia 3.17 vieme, ºe minimálna
perióda nemôºe by´ dlh²ia.
V nasledujúcej vete vyuºijeme teoretický základ z minulej kapitoly a charak-
terizujeme v²etky maximálne postupnosti.
Veta 4.2. Lineárna rekurentná postupnos´ nad Fq rádu k je maximálna práve
vtedy, ke¤ jej charakteristický polynóm je primitívny.
3Uvaºujme nasledujúci príklad. kolská in²pekcia chce na kaºdej ²kole urobi´ za rok 3 ná-
matkové kontroly. Ak si pre kaºdú ²kolu vyberie z roka 3 náhodné dni, pravdepodobnos´, ºe
dve kontroly nastanú ten istý mesiac, je cca 24%. Teda pri pribliºne jednej zo ²tyroch ²kôl by
kontroly boli blízko seba.
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Dôkaz. Postupnos´ je pod©a Vety 3.25 maximálna práve vtedy, ke¤ jej minimálny
polynóm má rád qk − 1. Ozna£me tento polynóm f a predpokladajme, ºe tomu
tak je, t.j. ºe f(x)|xqk−1 − 1 a qk − 1 je najmen²í taký exponent. Potom f má
len jednoduché korene, pretoºe delí polynóm xq
k − x, ktorý má len jednoduché
korene pod©a Tvrdenia 2.3.
Ak f nie je ireducibilný, v¤aka jednoduchým kore¬om dá sa napísa´ ako sú£in
2 6 m 6 k rôznych ireducibilných polynómov g1, . . . , gm. Pouºitím Tvrdenia 3.23
a jeho dôsledku
ord(f) = nsn(ord(g1), . . . , ord(gm)) 6 ord(g1) · · · ord(gm)
6 (qdeg g1 − 1) · · · (qdeg gm − 1) < qdeg g1+···+deg gm − 1
= qdeg f − 1 6 qk − 1,
pri£om druhá nerovnos´ plynie z toho, ºe korene polynómu patria do rozklado-
vého nadtelesa a posledná z toho, ºe f delí charakteristický polynóm a má teda
stupe¬ nanajvý² k. Takºe v tomto prípade postupnos´ nie je maximálna.
Ak je f ireducibilný, jeho rád je rád ©ubovo©ného jeho kore¬a. Takºe má rád
qk − 1 práve vtedy, ke¤ je primitívny rádu k. V tom prípade musí by´ zárove¬
charakteristickým polynómom, £o sme chceli dokáza´.
Dôsledok 4.3. Pre kaºdé k ∈ N a ©ubovo©né kone£né teleso Fq existuje maxi-
málna postupnos´ rádu k.
Dôkaz. Pod©a Tvrdenia 2.14 pre kaºdé k ∈ N existuje primitívny polynóm stup¬a
k nad Fq. Ním ur£ená rekurencia pri nenulovom po£iato£nom stavovom vektore
nageneruje h©adanú maximálnu postupnos´.
4.2 Pseudonáhodný generátor bitov
Ke¤ºe to pre nás nebude znamena´ prácu navy²e, zostrojíme pseudonáhodný
generátor, ktorý bude generova´ prvky telesa Fq.
Najprv zvolíme k ∈ N a nájdeme primitívny polynóm nad Fq stup¬a k:
f(x) = xk−ak−1xk−1− . . .−a0 ∈ Fq[x]. Na za£iatku generátor inicializujeme ne-
jakými hodnotami s0, . . . , sk−1 ∈ Fq. Potom vºdy, ke¤ si uºívate© vypýta náhodné
£íslo, vrátime ¤al²ie £íslo rekurentnej postupnosti sn+k = ak−1sn+k−1+· · ·+a0sn.
V¤aka primitivite polynómu bude táto postupnos´ maximálna.
V praxi sa volí q = 2, £o vedie na generátor bitov, pretoºe práca nad telesom
F2 je v¤aka bitovým operáciám na procesore rýchla a jednoduchá. Hodnotu
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k volíme tak, aby d¨ºka periódy qk − 1 presiahla o£akávaný po£et dotazov na
náhodné £íslo, pretoºe iná£ by sa postupnos´ zacyklila po£as behu programu.
Vo zvy²ku podkapitoly budeme analyzova´ pseudonáhodné vlastnosti takejto
postupnosti.
4.2.1 Distribu£ný a sériový test
Denícia 4.4. Ako n-tý m-vektor budeme nazýva´
sn,m = (sn, . . . , sn+m−1).
V²imnime si, ºe n-tý stavový vektor sn je n-tý k-vektor sn,k, a tieº z periodi-
city sn,m = sn+qk−1,m. V ¤al²om texte budeme pouºíva´ ozna£enie perióda ako
mnoºinu qk − 1 za sebou idúcich m-vektorov s0,m, . . . , sqk−2,m. Z kontextu bude
vºdy jasné, o aké m sa jedná.
Nasledujúce triviálne pozorovanie plynúce z denície nám poslúºi ako základ
pre ¤al²ie tvrdenia (pozri Tvrdenie 3.17):
Pozorovanie 4.5. Maximálna rekurentná postupnos´ obsahuje v perióde v²etky
stavové vektory práve raz aº na nulový, ktorý neobsahuje.
Dôsledok 4.6. Nech s ∈ F∞q je maximálna rekurentná postupnos´ rádu k, m ∈
N,m 6 k. Potom platí:
(i) ubovo©ný nenulový m-vektor sa v perióde vyskytne qk−m krát, nulový je-
denkrát menej.
(ii) Nula sa v perióde vyskytne qk−1− 1 krát, zvy²né prvky Fq sa vyskytnú qk−1
krát.
(iii) Majme danú nenulovú m-ticu (a0, . . . , am−1) ∈ Fmq a l ∈ N také, ºe m +
l 6 k. Potom pre l-tice (b0, . . . , bl−1) ∈ Flq, sa kaºdý z (m + l)-vektorov
(a0, . . . , am−1, b0, . . . , bl−1) bude v perióde vyskytova´ rovnako ve©akrát. Pre
nulovú m-ticu platí to isté tvrdenie s obmedzením, ºe nulová l-tica bude
nasledova´ jedenkrát menej.
Dôkaz.
(i) Kaºdý nenulový k-vektor sa v perióde vyskytuje qk − 1 krát, takºe pre
pevne daných prvých m zloºiek ho môºeme vºdy doplni´ na k-vektor qk−m
spôsobmi. Tvrdenie o nulovom m-vektore plynie z toho, ºe nulový k-vektor
sa nevyskytuje.
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(ii) Plynie z (i) pre m = 1.
(iii) Sta£í spravi´ rovnakú úvahu ako v bode (i): Pre pevne daných prvých m
zloºiek stavového vektora bude nasledova´ daná l-tica práve to©kokrát, ko©-
kokrát dokáºeme túto (m+ l)-ticu doplni´ na nenulovú k-ticu. Pre nenulové
vektory tento po£et závisí pod©a (i) iba na m + l, a ak je m-tica nulová,
tak nulová l-tica bude nasledova´ jedenkrát menej.
Interpretujme tento dôsledok. Bod (ii) je analógia distribu£ného testu  pre
F2 je pomer núl a jednotiek v perióde pribliºne 1:1. To, ºe to nie je úplne presne,
nevadí, pretoºe po£as behu programu aj tak nechceme prekro£i´ periódu postup-
nosti, takºe istá odchýlka je akceptovate©ná.
Bod (i) je v podobnom zmysle analógiou sériového testu, av²ak tvrdenie platí
iba pre m-vektory d¨ºky men²ej alebo rovnej k.
Napokon bod (iii) hovorí, ºe za sebou idúce prvky maximálnej postupnosti
sú v istom zmysle na sebe nezávislé  po ©ubovo©nej m-tici bude s rovnakou
pravdepodobnos´ou nasledova´ ©ubovo©ná l-tica (samozrejme s obmedzením zo
znenia dôsledku).
Majme v²ak na pamäti, ºe v²etky tieto odhady platia pre celú periódu qk−1
a de facto nehovoria ni£ o £astiach periódy. Dá sa ale tu²i´, ºe aj pre ne budú
plati´ nejaké odhady. Na tie ale sú potrebné hlb²ie vedomosti, ktoré sú nad rámec
tejto práce.
4.2.2 Korela£ný test
Tvrdenie 4.7. Nech s ∈ F∞q je maximálna postupnos´ rádu k. Denujme un =
sn−sn+d pre d ∈ N. Potom ak je d násobok qk−1, tak je u kon²tantná. V opa£nom
prípade je u tieº maximálna postupnos´.
Dôkaz. Ak je d násobok periódy, tvrdenie je zrejmé. Iná£ d ur£ite nie je perióda,
takºe u je nenulová postupnos´. Navy²e u sp¨¬a tú istú rekurenciu ako s. Pod©a
Pozorovania 4.5 s niekde v sebe obsahuje po£iato£ný stavový vektor u, takºe u
je iba posunutím s a teda je maximálna.
Vysvetlime si, ako tvrdenie súvisí s korela£ným testom. Ak od sn od£ítame
posunutú postupnos´ sn+d, tak na miestach, kde sa zhodujú, bude 0. peciálne
pre F2 bude na zvy²ných miestach 1. Za podmienky, ºe d nie je násobok periódy,
je pod©a tvrdenia táto rozdielová postupnos´ taktieº maximálna. Takºe pod©a
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predo²lej podkapitoly bude núl o jednu menej neº jednotiek, a teda ich pomer 
pomer zhôd a nezhôd  bude v celej perióde pribliºne 1:1.
4.2.3 Decima£ný test
al²ím druhom testu náhodnosti je decima£ný test. Je zaloºený na my²lienke,
ºe ak z náhodnej postupnosti vyberieme kaºdý d-tý prvok, mali by sme znovu
dosta´ náhodnú postupnos´.
Tvrdenie 4.8. Nech s je maximálna postupnos´ rádu k a un = sh+dn, h, d ∈ N0.
Potom u je maximálna postupnos´ rádu k práve vtedy, ke¤ NSD(d, qk − 1) = 1.
Dôkaz. Ozna£me p = qk − 1 a tn = sh+n, potom t je tieº maximálna postupnos´
a un = tdn. Pod©a Dôsledku 3.9 vieme tn explicitne vyjadri´ ako
tn = c0λ
n + c1λ
qn + · · ·+ ck−1λq
k−1n,
kde λ ∈ Fqk je kore¬ spolo£ného charakteristického polynómu s aj t, a teda
un = tdn = c0(λ
d)n + c1(λ




dn)q + · · ·+ ck−1(λdn)q
k−1
.
Ak NSD(d, p) 6= 1, tak λdn z teórie £ísel nenageneruje cyklickú multiplikatívnu
grupu Fqk . Preto sa u zacyklí skôr neº po p £lenoch, a teda u nebude maximálna
postupnos´ rádu k.
Iná£ je λd primitívny prvok Fqk . Ozna£me f príslu²ný primitívny polynóm,
prvky λd, . . . , λq
k−1d sú pod©a Tvrdenia 2.10 jeho korene. Navy²e u sp¨¬a reku-
renciu ur£enú týmto polynómom, pretoºe je to lineárna kombinácia postupností
(λq
id)n pre i ∈ {0, . . . , k − 1}, ktoré túto rekurenciu sp¨¬ajú. Takºe pod©a Vety
4.2 je u maximálna postupnos´.
Z dôkazu dokonca plynie, ºe ak d = qi (i ∈ {0, . . . , k − 1}), tak vybraná
podpostupnos´ bude sp¨¬a´ tú istú rekurenciu ako s. Je to tým, ºe λd je v tomto
prípade asociovaný s λ.
Na tomto mieste je vhodné uvies´ vetu, ktorá prisudzuje maximálnym po-
stupnostiam význa£né postavenie  hovorí, ºe v danej maximálnej postupnosti
sa ako vybraná podpostupnos´ dá nájs´ ©ubovo©ná rekurentná postupnos´, ktorá
sp¨¬a iba podmienku pre rád a ireducibilitu minimálneho polynómu. Budeme ju
dokazova´ pomocou slab²ieho tvrdenia s elegantným kombinatorickým dôkazom.
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Tvrdenie 4.9. Nech s ∈ F∞q je maximálna postupnos´ rádu k a u ∈ F∞q line-
árna rekurentná postupnos´ s ireducibilným minimálnym polynómom f stup¬a
k. Potom existujú h, d ∈ N0 také, ºe un = sh+dn.
Dôkaz. Ozna£me λ kore¬ charakteristického polynómu s a α kore¬ f . Z pod-
mienky na jeho stupe¬ vieme, ºe α ∈ Fqk , a teda z primitivity λ existuje d ∈ N0
také, ºe λd = α.
Ozna£me M mnoºinu v²etkých k-tic (c0, . . . , ck−1) takých, ºe
tn = c0λ
n + · · ·+ ck−1λq
k−1n
je postupnos´ prvkov Fq. Vieme, ºe sú to v²etky postupnosti z F∞q , ktoré sp¨¬ajú
rekurentný vz´ah s. Mnoºina M má qk prvkov, pretoºe kaºdej z týchto postup-
ností, ktoré sú ur£ené po£iato£ným stavovým vektorom, prislúcha práve jedna
k-tica (c0, . . . , ck−1) (pozri Kapitolu 3.2). Navy²e v²etky tieto postupnosti, okrem
nulovej, sú v¤aka Pozorovaniu 4.5 len posunuté postupnosti s.
Podobne ozna£me N mnoºinu v²etkých k-tic (c0, . . . , ck−1) takých, ºe
tn = c0α
n + · · ·+ ck−1αq
k−1n
je postupnos´ prvkov Fq. Z rovnakého dôvodu má táto mnoºina qk prvkov, navy²e
sa v nej vyskytuje nenulová k-tica ur£ujúca postupnos´ u. Ak by totiº bola
nulová, bola by aj postupnos´ u nulová a f by nebol stup¬a k.
V²imnime si ale, ºe kaºdá k-tica z M sa musí vyskytova´ v N , pretoºe
tdn = c0λ
dn + · · ·+ ck−1λq
k−1dn = c0α
n + · · ·+ ck−1αq
k−1n.
Porovnaním po£tu prvkov zis´ujeme, ºe M = N , a teda existuje postupnos´ t
taká, ktorá je posunutím s a vybraním kaºdého jej d-tého prvku získame postup-
nos´ u. Teda existuje h ∈ N0 také, ºe un = sh+dn.
Lema 4.10. Nech f ∈ Fq[x] je monický ireducibilný polynómom stup¬a l delia-
ceho k ∈ N0 a α ©ubovo©ný jeho kore¬. Potom postupnos´
sn = α
n + αqn + · · ·+ αqk−1n
je postupnos´ z F∞q sp¨¬ajúca rekurenciu ur£enú polynómom f .
Dôkaz. ísla αn, αqn, . . . , αq
l−1n sú korene f , takºe pod©a Vietovych vz´ahov ich
sú£et patrí do Fq. Navy²e v¤aka α ∈ Fql platí αq
ln = αn, a preto za podmienky
l | k sa v sn tento sú£et celo£íselnekrát zopakuje. Teda sn ∈ Fq. To, ºe s sp¨¬a
rekurenciu ur£enú f , je zrejmé.
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Veta 4.11. Nech s ∈ F∞q je maximálna postupnos´ rádu k a u ∈ F∞q lineárna
rekurentná postupnos´, ktorá má ireducibilný minimálny polynóm f stup¬a l de-
liaceho k. Potom existujú h, d ∈ N0 také, ºe un = sh+dn.
Dôkaz. Ukáºeme, ºe existuje vybraná postupnos´ tn = sh+dn, ktorá je maximálna
rádu l. Potom pod©a predo²lého tvrdenia budeme z nej vedie´ vybra´ u, £ím bude
dôkaz hotový.
Ozna£me λ kore¬ charakteristického polynómu s a zvo©me α ∈ Fqk primitívny
prvok multiplikatívnej grupy podtelesa Fql . Z predo²lej lemy a z Pozorovania 4.5
vieme, ºe existuje h ∈ N0 také, ºe
sh+n = λ
n + λqn + · · ·+ λqk−1n.
Teda pre d ∈ N0 také, ºe λd = α, platí
tn = sh+dn = α
n + αqn + · · ·+ αqk−1n.
Minimálny polynóm α je primitívny stup¬a l. Postupnos´ t sp¨¬a ním ur£enú
rekurenciu a navy²e je v¤aka nenulovým koecientom nenulová, takºe je maxi-
málna rádu l.
Poznámka. Táto veta sa dá dokáza´ aj jednoduch²ím spôsobom, a síce za pouºitia
tzv. stopy prvku. Tento pojem v²ak my nezavádzame, dôkaz sa dá nájs´ v knihe
Lidla a Niederreitera [1] (str. 291).
4.2.4 Rie²ené cvi£enia
Na tomto mieste uvedieme rie²enia vybraných cvi£ení z knihy Introduction to
nite elds and their applications od Lidla a Niederreitera [1]. Sú to cvi£enia
týkajúce sa kapitoly 7.4.
Cvi£enie 7.34. Nech s je maximálna rekurentná postupnos´ rádu k nad Fq.
Potom medzi jej ©ubovo©nými (qk−1)/(q−1) za sebou idúcimi £lenmi je (qk−1−
1)/(q − 1) nulových.
Rie²enie. V perióde d¨ºky qk − 1 je pod©a Dôsledku 4.6 presne qk−1 − 1 núl.
Pod©a zadania máme dokáza´, ºe v (q − 1)-tine periódy bude práve (q − 1)-tina
z nich.
Ozna£me r = (qk − 1)/(q − 1). Pomocou kore¬a λ ∈ Fqk charakteristického
polynómu vieme explicitne vyjadri´
sn = c0λ
n + c1λ













qn + · · ·+ ck−1λq
k−1n) = λrsn.
To znamená, ºe sn = 0 práve vtedy, ke¤ sn+r = 0, a teda kaºdý r-vektor sn,r
obsahuje rovnako ve©a núl, ako ten nasledujúci sn+r,r. V perióde je presne q−1 za
sebou idúcich r-vektorov. Kaºdý z nich preto musí obsahova´ (qk−1 − 1)/(q− 1)
núl.
Cvi£enie 7.36. Nech s je lineárna rekurentná postupnos´ nad Fq s minimálnou
periódou p. Pre dané c ∈ Fq povieme, ºe sa vyskytol úsek c d¨ºky m ∈ N, ak
sn 6= c, sn+i = c pre i ∈ {1, . . . ,m} a sn+m+1 6= c pre nejaké 0 6 n < p.
Dokáºte, ºe ak je s maximálna postupnos´ rádu k > 1, vyskytujú sa len
nasledovné úseky:
• Pre 1 6 m 6 k − 2 a ©ubovo©né c ∈ Fq sa vyskytne (q − 1)2qk−m−2 úsekov
c d¨ºky m,
• úsek c d¨ºky k − 1 sa pre c 6= 0 vyskytne (q − 2)-krát, pre c = 0 jedenkrát
viac,
• úsek c d¨ºky k sa pre c 6= 0 vyskytne raz, pre c = 0 ani raz a úseky vä£²ej
d¨ºky sa nevyskytnú.
Rie²enie. Vyuºijeme Pozorovanie 4.5 ktoré hovorí, ºe kaºdý stavový vektor sa
vyskytuje v perióde práve raz okrem nulového, ktorý sa nevyskytuje.
• Na pozícii n sa vyskytne úsek c d¨ºky m < k − 2 práve vtedy, ke¤ prvá
zloºka stavového vektora sn je rôzna od c, na £o máme q − 1 moºností;
¤al²ích m zloºiek je jednozna£ne ur£ených; (n+m+ 1)-tá zloºka je znovu
rôzna od c, na £o máme znovu q−1 moºností a zvy²ných k−m−2 zloºiek
vieme doplni´ qk−m−2 spôsobmi.
• Aby nastal úsek c d¨ºky k − 1, musí by´ prvá zloºka patri£ného stavového
vektora rôzna od c, na £o máme q− 1 moºností, a zvy²né zloºky musia by´
rovné c. Ak by ¤al²í £len postupnosti bol tieº c, nasledujúci stavový vektor
by bol (c, c, . . . , c). Ten sa vyskytne pre c 6= 0 práve raz, iná£ bude ¤al²í
£len rôzny od c a nastane úsek d¨ºky k − 1.
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• Úsek c d¨ºky m > k sa nevyskytne, pretoºe potom by dva za sebou idúce
stavové vektory museli by´ rovnaké, £o je spor. Úsek d¨ºky k preto nastane
práve vtedy, ke¤ je príslu²ný stavový vektor rovný (c, c, . . . , c). To nastane
pre c 6= 0 raz a pre c = 0 ani raz.
Cvi£enie 7.38. Dokáºte nasledujúci opak Vety 4.11: Kaºdá vybraná postupnos´
un = sh+dn, h, d ∈ N0 z maximálnej postupnosti s ∈ F∞q rádu k je bu¤ nulová
postupnos´ alebo postupnos´ s ireducibilným minimálnym polynómom stup¬a
deliaceho k.
Rie²enie. Pouºívajúc zna£enie z Tvrdenia 4.8 vieme, ºe
un = c0(λ
d)n + c1(λ




q)n + · · ·+ ck−1(αq
k−1
)n,
kde λ je kore¬ charakteristického polynómu s a α = λd. Ozna£me f minimálny
polynóm α nad Fq v algebraickom zmysle. Potom je ireducibilný a aj αq, . . . , αq
k−1
sú jeho korene, pretoºe sú s α asociované. Navy²e jeho stupe¬ delí k, pretoºe jeho
korene leºia v roz²írení Fqk .
Postupnos´ u sp¨¬a rekurenciu ur£enú týmto polynómom, pretoºe ju sp¨¬ajú
postupnosti αqn, . . . , αq
k−1n, ktorých je lineárnou kombináciou. Preto ak je po-
stupnos´ u nenulová, z ireducibility musí by´ f jej minimálnym polynómom.
Cvi£enie 7.39. Nech s je maximálna rekurentná postupnos´ rádu k nad Fq.
Dokáºte, ºe kaºdá maximálna rekurentná postupnos´ t rádu k nad Fq je len
posunutou postupnos´ou un = sdn pre vhodné d ∈ N0.
Rie²enie. Z Vety 4.11 vieme, ºe existujú h, d ∈ N0 také, ºe tn = sh+dn. Rozpí-
saním explicitného vzorca pre postupnos´ s zis´ujeme, ºe postupnosti un = sdn
a sh+dn sú lineárnou kombináciou postupností sp¨¬ajúcich ten istý rekurentný
vz´ah, a teda u sp¨¬a ten istý vz´ah ako t. Navy²e pod©a Tvrdenia 4.8 je d ne-
súdelite©né s periódou, takºe u je nenulová a teda aj maximálna postupnos´.
Napokon z Pozorovania 4.5 je t len posunutou postupnos´ou u.
Cvi£enie 7.40. Nech s je nenulová lineárna rekurentná postupnos´ nad F2 s mi-
nimálnou periódou p. Pre h ∈ N0 ozna£me s(h) posunutú postupnos´ s(h)n = sn+h.
Dokáºte, ºe ak pre kaºdé h ∈ {1, . . . , p− 1} je s+ s(h) iba posunutá postupnos´
s, potom s musí by´ maximálna postupnos´.
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Rie²enie. Nech s sp¨¬a minimálnu rekurenciu rádu k. Potom je s maximálna
práve vtedy, ke¤ v perióde obsahuje kaºdý stavový vektor aº na nulový.
Dokáºem, ºe stavové vektory v perióde spolu s nulovým vektorom tvoria
lineárny priestor nad F2. Podmienka na násobenie skalárom je triviálne splnená.
Majme teda dva vektory z periódy si a sj. Ak sú rovnaké, ich sú£et je nulový
vektor. Iná£ vieme, ºe s + s(j−i) = s(m) pre nejaké m ∈ N0, takºe ²peciálne i-té
stavové vektory postupností na oboch stranách sa rovnajú, t.j.
si + sj = sm+i.
Teda mnoºina je uzavretá aj na s£ítanie a tvorí lineárny priestor.
Na dokon£enie dôkazu si sta£í uvedomi´, ºe pod©a Lemy 3.20 je prvých k
stavových vektorov lineárne nezávislých. Potom spomínaný lineárny priestor ob-
sahuje 2k vektorov, takºe okrem nulového je v perióde v²etkých 2k − 1.
Cvi£enie 7.41. Dokáºte, ºe pre ©ubovo©nú maximálnu rekurentnú postupnos´
nad Fq existuje jej posunutá verzia s taká, ºe sn = sqn.
Rie²enie. Na základe Pozorovania 4.5 môºeme zadanie preformulova´ tak, ºe
pre rekurenciu pôvodnej postupnosti rádu k h©adáme nenulovú postupnos´ s
sp¨¬ajúcu sn = sqn. Ozna£me λ kore¬ príslu²ného primitívneho polynómu. Má
plati´
sn − sqn = c0λn + c1λqn + · · ·+ ck−1λq
k−1n − (c0λqn + c1λq
2n + · · ·+ ck−1λn)
= (c0 − ck−1)λn + (c1 − c0)λqn + · · ·+ (ck−1 − ck−2)λq
k−1n = 0.
Posta£ujúcou podmienkou je, aby v²etky koecienty ci boli rovnaké a nenulové.
To sa dá pod©a Lemy 4.10 dosiahnu´ napríklad vo©bou c0 = · · · = ck−1 = 1.
4.3 Pseudonáhodný generátor celých a reálnych
£ísel
V predchádzajúcej podkapitole sme si predstavili generátor náhodných bitov, ale
v praxi málokedy treba vygenerova´ náhodný bit. Vä£²inou je potrebné náhodné
£íslo v nejakom rozsahu.
Základným východiskovým bodom je funkcia, ktorá vracia pseudonáhodné
nezáporné celé £íslo z rozsahu premennej. Do£asne ozna£me maximálnu hodnotu,
ktorá sa dá uloºi´ do takejto premennej, ako max_int.
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Jeden zo spôsobov, ako túto funkciu implementova´, by bolo zvoli´ prvo£íslo
p > max_int a generova´ maximálnu rekurentnú postupnos´ nad telesom Zp,
pri£om hodnoty, ktoré sa do premennej nezmestia, by sme zahadzovali. Tento
spôsob sa v praxi nepouºíva, pretoºe okrem zahadzovania by sme museli imple-
mentova´ aritmetiku v Zp a generovanú postupnos´ si pamäta´ v premenných
vä£²ieho rozsahu, neº aký generujeme.
Druhý, pouºívaný spôsob, vyuºíva generátor pseudonáhodných bitov z pre-
do²lej podkapitoly. V prípade, ke¤ chceme náhodnú hodnotu m-bitovej premen-
nej, jednoducho vygenerujeme m bitov a premennú nimi naplníme. Formálne
môºeme postupnos´ takýchto £ísel charakterizova´ ako m-vektory snm,m, pri£om
kaºdý m-vektor interpretujeme ako £íslo v binárnom zápise.4
Tvrdenie 4.12. Nech s ∈ F∞q je maximálna postupnos´ minimálnej periódy p.
Potom postupnos´ u denovaná un = snm,m má minimálnu periódu p/NSD(m, p).
Dôkaz. Z teórie £ísel vieme, ºe (nm mod p) má periódu p/NSD(m, p), takºe aj
u bude ma´ takú periódu a zostáva ukáza´, ºe to je minimálna perióda.
Predpokladajme, ºe u má periódu r ∈ N. Potom s má periódu rm, pretoºe
snm,m = un = un+r = snm+rm,m pre kaºdé n ∈ N0. Lenºe p je minimálna perióda
s, takºe
p | mr ⇒ p
NSD(m, p)
| r ⇒ p
NSD(m, p)
6 r.
Ur£ite chceme, aby ná² generátor mohol vygenerova´ kaºdé £íslo, preto bu-
deme voli´ rád rekurencie k vä£²í alebo rovný m  z Pozorovania 4.5 totiº vieme,
ºe v²etky moºné nenulové k-vektory sa v perióde vyskytujú. Navy²e pod©a po-
sledného tvrdenia je vhodná vo©ba taká, aby NSD(m, qk−1) = 1, pretoºe potom
postupnos´ u bude nadobúda´ v²etky m-vektory z periódy.
Týmto spôsobom teda získame generátor náhodného m-bitového £ísla. Pre
max 6 max_int z neho potom vieme ©ahko dosta´ ©ubovo©né £íslo v rozsahu
[0,max) tak, ºe vygenerované £íslo vymodulíme max. Tento spôsob je v²ak
chybný  ak napríklad zvolíme max = 3/4 · max_int, potom £ísla z inter-
valu [0,max_int/4) majú dvakrát vä£²iu pravdepodobnos´ vygenerovania. Táto
chyba sa v²ak ©ahko napraví tak, ºe pred modulením budeme £ísla vä£²ie alebo
rovnaké ako najvä£²í násobok max, ktorý sa zmestí do premennej, zahadzova´.
4Laicky povedané, vezmeme náhodnú postupnos´ 0 a 1, rozsekáme ju na úseky d¨ºky m
a kaºdý úsek chápeme ako £íslo v dvojkovej sústave.
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ubovo©né celé £íslo v rozsahu [min,max) napokon dostaneme tak, ºe vyge-
nerujeme náhodné celé £íslo v rozsahu [0,max−min) a pri£ítame min.
Zostáva vysvetli´ spôsob, akým generova´ reálne £ísla. Tie sa generujú typicky
v intervale [0, 1], pretoºe ©ubovo©ný iný (uzavretý) interval dokáºeme z neho do-
sta´ prenásobením a pri£ítaním. Náhodné £íslo v spomenutom intervale vieme
jednoducho vygenerova´ tak, ºe vygenerujeme náhodné celé £íslo v intervale
[0,max_int] a predelíme ho max_int.
Niekto by mohol namieta´, ºe takto nagenerujeme iba niektoré diskrétne hod-
noty z intervalu [0, 1]. Treba si v²ak uvedomi´, ºe v po£íta£i neexistuje nekone£ná




Ako sme uº spomenuli v úvode práce, cie©om ná²ho snaºenia bolo vytvori´ pseu-
donáhodný generátor £ísel. Ten, na základe celej Kapitoly 4, je uvedený v Prí-
lohe A ako program v jazyku C++.
E²te raz pripome¬me, ºe sme si po£as výkladu dovolili vynecha´ niektoré
zloºitej²ie tvrdenia týkajúce sa odhadov na výskyt prvkov maximálnej postup-
nosti v £astiach jej periódy. Táto medzera sa dá doplni´ ²túdiom knihy Lidla
a Niederreitera [1], konkrétne kapitoly 6.7.
Na záver uve¤me, nako©ko sa náhodné generátory zaloºené na lineárnych
rekurentných postupnostiach nad F2 pouºívajú v praxi. V prvom rade, tieto ná-
hodné generátory nie sú vhodné pre kryptogracké ú£ely, pretoºe odpozorovaním
pár vygenerovaných hodnôt dokáºeme predpoveda´ celú postupnos´.1
Na druhú stranu, pre aplikácie, kde toto nie je problém, sa takéto generátory
naozaj pouºívajú. Asi najznámej²ím z nich je tzv. Mersenne Twister predsta-
vený v roku 1998 Japoncami Matsumoto a Nishimura, ktorý má neuverite©ne
ve©kú periódu 219937 − 1 ([5]). V sú£asnosti je pod©a [6] tento algoritmus im-
plementovaný ako základný pseudonáhodný generátor v programoch R, Maple,
MATLAB, Gretl, ako aj v skriptovacích jazykoch Python a Ruby.
1Presnej²ie: ak poznáme rekurentný vz´ah, sta£í nám to©ko hodnôt, aký je jeho rád. Ak ho





Aplikáciou teórie v práci je nasledujúci program. Generuje lineárnu rekurentnú
postupnos´ rádu 64 nad F2 ur£enú primitívnym polynómom
x64 + x61 + x34 + x9 + 1.
Má periódu 264 − 1 ≈ 1.84× 1019.
Stavový vektor sa ukladá do 64-bitovej premennej. ubovo©né 64-bitové £íslo





3 using namespace std;
4
5 /*
6 Generates stream of pseudorandom bits using maximal period





12 unsigned long long statevector;
13
14 public:
15 // seed 0 (or unspecified) initializes with current time
16 RandomNumberGenerator64(unsigned long long seed = 0) {
17 if (seed == 0) statevector = time(NULL);




21 unsigned long long NextBits(int cnt) {
22 unsigned long long nextbit, res = 0;
23 for (int i = 0; i < cnt; i++) {
24 // primitive polynomial x^64 + x^61 + x^34 + x^9 + 1
25 nextbit = ((statevector >> 61)&1)
26 ^ ((statevector >> 34)&1)
27 ^ ((statevector >> 9)&1)
28 ^ (statevector & 1);
29 statevector = ((statevector >> 1) | (nextbit << 63));









39 int NextInt(int upperbound) {
40 int i, bound = (0x7fffffff/upperbound)*upperbound;
41 do {
42 i = NextInt();
43 } while (i >= bound);
44 return i % upperbound;
45 }
46
47 double NextDouble() {








56 cout << "Random bit: " << r.NextBits(1) << endl;
57 cout << "Random nonnegative 32bit integer: " << r.NextInt() << endl;
58 cout << "Random real in [0,1]: " << r.NextDouble() << endl;
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